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Niniejsza ksiazka powstata po dokonaniu wnikliwej analizy tego, co w kontekscie egzaminu maturalnego z matematyki
dla ucznia i nauczyciela jest najwazniejsze, czyli szczegotowych wymagan egzaminacyjnych opublikowanych 25 lutego
2022 r. oraz wymagan szczegoétowych z podstawy programowej dla szkoty podstawowej.

Zbior zadan wydany zostat w dwoch czgsciach. Rozdziaty 1. — 10. zbioru sktadaja si¢ z trzech czgsci:

1.

CZESC TEORETYCZNA zawiera niektore definicje oraz wszystkie te wzory i twierdzenia, ktére moga by¢ przy-
datne przy rozwiazywaniu zadan maturalnych. Niektore definicje i twierdzenia zostaly opatrzone przyktadami.

ZADANIA WPROWADZAJACE to seria starannie dobranych prostych rachunkowo zadan, odnoszacych si¢ do
poszczegolnych szczegolowych wymagan egzaminacyjnych.

Analiza tych zadan da uczniowi pewno$¢, zZe nie pominal w przygotowaniach do matury zadnego zagad-
nienia, ktore moze pojawic si¢ na egzaminie maturalnym.

Aby ulatwi¢ maturzyscie samodzielne przygotowanie do egzaminu, do wigkszosci zadan wprowadzajqcych
podano rozwiazania lub wskazowki.

Powazne podejscie do zadan z tej czesci rozdzialu jest podstawa, a zarazem gwarancja sukcesu na egza-
minie maturalnym.

Dodatkowo na poczatku tej cze$ci rozdzialu wymienione sg te wymagania szczegdtowe z podstawy programo-
wej z danego dziatu, ktére nie znalazly sie¢ w wymaganiach egzaminacyjnych oraz te wymagania, ktore z po-
ziomu podstawowego zostaly przeniesione do poziomu rozszerzonego.

ZADANIA MATURALNE to zadania otwarte o zréznicowanej skali trudno$ci. Zadania otwarte to forma zadan,
ktorej maturzysta powinien po$wigci¢ najwigeej uwagi. Przyktady innych zadan zamieszczono w rozdziale 11.
Aby utatwi¢ korzystanie ze zbioru, ta czg$¢ rozdziatu zostata podzielona na podrozdziaty i sekcje.

Cecha charakterystyczng zbioru jest taki uklad zadan, ktéry od ucznia rozwiazujacego zadania z danego
dzialu, nie wymaga znajomosci zagadnien z dzialéw nastgpnych. Jest to duze udogodnienie, szczegolnie dla
tych maturzystéw, ktorzy maja powazne braki w wymaganej wiedzy.

Mamy nadziejg, Ze pozycja ta zainteresuje rowniez tych uczniéw klas niematuralnych, ktérzy juz mysla o egzaminie
maturalnym z matematyki.

Czesé I1 ksiazki sktada si¢ z rozdziatow:

1. Planimetria 2. Geometria analityczna
3. Stereometria 4. Pochodna funkcji
5. Zadania optymalizacyjne 6. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka

7. Poziom podstawowy - dodatek 8. Odpowiedzi, wskazowki i rozwiqzania



PRZYJETE W KSIAZCE OZNACZENIA

Oznaczenia w czesci teoretycznej:
= — wiedza teoretyczna obowigzujaca na obu poziomach

= — wiedza teoretyczna obowiazujaca tylko na poziomie rozszerzonym

Oznaczenia szczegélowych wymagan egzaminacyjnych:

(P) — wymaganie szczegdtowe zawarte w podstawie programowej dla szkoty podstawowe;j

(A) — wymaganie szczegdtowe dodane przez autora

wymaganie szczegbdtowe bez oznaczen — wymaganie zawarte w podstawie programowej dla liceum/ technikum

Wymagania szczegdtowe odnoszace si¢ do poziomu rozszerzonego wyrdznione zostaly wytluszezong czcionka w
kolorze czerwonym.

Oznaczenia przy zadaniach:

W — do zadania podano wskazowke

R - do zadania podano rozwiazanie

* — zadanie o podwyzszonej skali trudno$ci

Zadania i podpunkty zadan przeznaczonych dla zdajacych matematyke takze na poziomie rozszerzonym wyrdznione
zostaty kolorem czerwonym.

NIEKTORE SYMBOLE (OZNACZENIA) MATEMATYCZNE

Symbol (oznaczenie) Czytamy

xe A element x nalezy do zbioru 4

xe A element x nie nalezy do zbioru 4
A i
v lub
o wtedy i tylko wtedy, gdy

AUB suma zbiorow 4 i B

ANB czgs$¢ wspdlna (iloczyn) zbiorow 4 i B

A\B roznica zbioréw 4 i B

(a; b) przedziatl otwarty o koncach aib

[a; b] lub {a; b) |przedzialt domknigty o koncach aibd
fA>B funk(.:ja fze 'zbiom A w zbior B (czyli funkcja, ktorej dziedzing jest zbior A, a wartosci
nalezq do zbioru B)




6. WIELOMIANY

CZESC TEORETYCZNA

ROWNOSC WIELOMIANOW

= Dwa wielomiany sa rowne wtedy i tylko wtedy, gdy sa tego samego stopnia i maja rowne wspotczynniki przy odpowiednich
potggach zmienne;.

RESZTA Z DZIELENIA WIELOMIANU PRZEZ DWUMIAN x—a

= Reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian x—a jest rtowna W(a).

PIERWIASTEK WIELOMIANU
= Liczbe a nazywamy pierwiastkiem wielomianu #(x) wtedy i tylko wtedy, gdy W(a)=0.

= Wielomian W(x) stopnia 7, ktéry ma n pierwiastkow: x;, xa, ..., X, , Np. jezeli liczby -3, 1, 7 sa pierwiastkami wielomia-
mozna zapisa¢ w postaci W(x)=a(x —x)(x —X,) - . .. - (x—x,), | nu W(x) = 5x* + bx’ + cx + d, to wielomian W(x) mo-
gdzie a jest liczba. zna zapisa¢ w postaci W(x) =5 +3)(x—1)(x—7).

TWIERDZENIE BEZOUT
=  Wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian x—a wtedy i tylko wtedy, gdy liczba a jest pierwiastkiem wielomianu ().

WYMIERNE PIERWIASTKI WIELOMIANU O WSPOLCZYNNIKACH CALKOWITYCH
Niech a,, a,_1, ..., a», a1, ay beda liczbami catkowitymi i a, #0.

= Jesli rownanie a,xX"+a, X" + ... + @’ + apx+a,=0 ma pierwiastek calkowity c, to ¢ jest dzielnikiem wyrazu wolnego aj .
= Jesli rownanie a,x"+ a,_ X" '+ ... + X’ + a1x + ap=0 ma pierwiastek wymierny 5 , gdzie § jest utamkiem nieskracal-

nym, to p jest dzielnikiem wyrazu wolnego a, , zas ¢ jest dzielnikiem wspoétczynnika a,,.

ZADANIA WPROWADZAJACE

Uczeh e znajduje pierwiastki catkowite wielomianu o wspofczynnikach catkowitych

e dzieli wielomian jednej zmiennej W(x) przez dwumian postaci x —a

Powyzsze wymagania szczegdtowe z podstawy programowej dla poziomu podstawowego na maturze zdawanej w latach
2023 i 2024 obowiazuja tylko na poziomie rozszerzonym.

® rozwigzuje réwnania wielomianowe, ktore daja si¢ doprowadzi¢ do réwnania kwadratowego, w szczegdlnosci

Uczen , .
rownania dwukwadratowe

Powyzsze wymaganie szczegdtowe z podstawy programowej dla poziomu podstawowego na maturze zdawanej w latach
2023 i 2024 nie obowiazuje na zadnym z pozioméw.

Maturzysta | ® rozpoznaje wielomian jednej zmiennej i okresla jego stopien (A) ‘

6.1 Czy wyrazenie W(x) jest wielomianem? Jesli W(x) jest wielomianem, to okresl jego stopien.
a) W(x)=3x-5;  b) W(x)=+/3; c) Wx)=+x; d) Wx)=10x"+5"+1;  e) W(x)=(nx+0,1);
f) Wx)=2(x—1D(x-3)x-5); g) Wx)=x(x+1)+x"(1-x—x°); h) W)= +x+1)"".
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WIELOMIANY

Maturzysta

| ® rozpoznaje wielomiany réwne (A)

6.2 Rozstrzygnij, czy wielomiany P(x) i Q(x) sa rowne

a) RP(x)=x"—4x, Ox)=x(x—2)(x+2);
¢) P()=x"+2x(x*+x—1), O(x)=3x"+2x"—2x;

b) P(x)=x4+x2+l, Q(x)=x4+x3+1;
d) Pr)=x’+x"—x—1, Q) =(x+1)x-1)"

6.3 R Znajdz wspolczynniki b, ¢, d wiedzac, ze wielomiany W(x)=x>+bx"+cx+d i O(x)=(x+2)*(x+1) saréwne.

6.4 Wyznacz parametry a, b, ¢ tak, aby wielomiany P(x) i Q(x) byly rowne
a) P(X) =20 +ax’+5x+b+c i OK)=(b-3)x"+ax’+2a+c)x+4;
b) P(x)=ax’ —4x*+5x=2 i Q@)= (x-b)(x—c).

Maturzysta

e sprawdza, czy liczba jest pierwiastkiem wielomianu (A)

6.5 R Znajdz wspétczynnik a wielomianu W(x) = ax’ — 2x* — 8x — 12 wiedzac, ze 3 jest jego pierwiastkiem.

6.6 R Liczby -2 i | sa pierwiastkami wielomianu W(x) =x'+X - +dx+e. Wyznacz warto$ci wspotczynnikoéw d 1 e.

e dzieli wielomian jednej zmiennej W(x) przez dwumian postaci x — a

Maturzysta e stosuje twierdzenie o reszcie z dzielenia wielomianu przez dwumian x —a (A)
e stosuje twierdzenie Bézouta (A)
6.7 Wykonaj dzielenie wielomianu W(x) przez wielomian P(x)

a) W(x)=x2—10x+21, P(x)=x-17;
c) W(x)=2x"+4x"—T7x—10, P(x)=x+2;
e) W(x)=x"+10x+21, P(x)=2x+1;

6.8 Nie wykonujac dzielenia, zbadaj, czy wielomian #(x) jest podzielny przez wielomian P(x), jesli
a) R W(x) = - 2x'+x° =37 +x+2, Px)=x-2; b) W(x) =x"+x""-2, Px)=x+1.

b) W(x)=x3+4x2—7x—10, Px)=x-2;
d) W(x)=x3—5x+4, Px)=x+1;
f) W(x)=2x"+4x"=Tx—10, P(x)=—2x—-3.

6.9 R Znajdz wspblezynnik b wiedzac, ze wielomian W(x)=x+bx’+6x+4 jest podzielny przez dwumian x+2.

6.10 R Znajdz wielomian W(x), jezeli
a) W(x) jest podzielny przez dwumian P(x)=x— 1, a wynikiem dzielenia (x) przez P(x) jest wiclomian
P(x)=2x"+3x+1.

b) w wyniku dzielenia wiclomianu W(x) przez wielomian P(x)=3x + 5 otrzymujemy iloraz Q(x) =x° + 2x

ireszte R(x)=3.

6.11 R Nie wykonujac dzielenia, wyznacz resztg z dzielenia wielomianu W(x) przez wielomian P(x), jesli
a) Wx)=x"+2x"+3x+4 i P(x)=x—1;

b) W(x)=x"+3x"+3x+4 i P(x)=x+3.

6.12  Znajdz wspotczynnik ¢ wiedzac, ze reszta z dzielenia wielomianu W/(x) =X +2° + e’ +Tx+5 przez wielomian
P(x)=x+1 jest rowna 5?
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Maturzysta e znajduje pierwiastki calkowite i wymierne wielomianu o wspélczynnikach caltkowitych

6.13 R Wiclomian W(x) = Hrbd el Fde+ 1, gdzie b, c, d sa liczbami catkowitymi, ma dwa rézne pierwiastki
wymierne. Podaj te pierwiastki.

6.14 R Wielomian W(x)=2x"+bx’+cx’+dx+5, gdzie b, ¢, d sa liczbami catkowitymi, ma dwa rézne pierwiastki, ktore
sg liczbami catkowitymi ujemnymi. Podaj te pierwiastki.

6.15 R Wiclomian W(x)=3x"+ bx’ + ex’ + dx + 1, gdzie b, ¢, d sa liczbami catkowitymi, ma dwa rozne dodatnie pier-
wiastki wymierne. Podaj te pierwiastki.

6.16 R Wiclomian W(x)=4x"+bx’ +cx’ +dx+ 15, gdzie b, ¢, d sa liczbami catkowitymi, ma wymierny pierwiastek nale-
zacy do przedziatu (=3; —2). Podaj ten pierwiastek.

ZADANIA MATURALNE

DZIALANIA NA WIELOMIANACH. PIERWIASTEK WIELOMIANU

306. Wielomian W(x) jest suma wielomianow
P(x)=x"—x"=3x"+2x" = 5x+3 i O(x) = —x*+3x" +5x* —2x° = 3x— 11.
a) Okresl stopien wielomianow P(x) i W(x).
b) R Znajdz wszystkie wymierne pierwiastki wielomianu W(x).

307.R Dany jest wielomian W(x) = x* + 10x* —90x —81.
a) Rozt6z wielomian W(x) na czynniki liniowe.
b) Uzasadnij, ze dla liczb wigkszych od m wielomian #(x) przyjmuje dodatnie warto$ci.

308. W Rozloz na czynniki liniowe wielomian W(x)= (x> +4x— 1)*— 16 i podaj jego pierwiastki.

309.R Jednym z pierwiastkow wielomianu W(x)=x’ —bx* —3x+ ¢ jest 3. Znajdz pozostate pierwiastki wielomianu
W(x) wiedzac, ze W(-2)=-5.

310.R Jednym z rozwiazan rownania x*+ 11x” +dx +30=5x" jest 3. Znajdz pozostale rozwiazania tego rownania.

311. R  Wyznacz wspétczynniki wielomianu P(x)=ax+b wiedzac, ze iloczyn wielomianéw P(x) i Q(x) =x—2x+2
jest wielomianem W(x)=3x> — 2x*— 2x+8.

312.  (0-2) Wynikiem dzielenia wielomianu 5x° — 7x* — 4x — 4 przez dwumian x — 2 jest tréjmian kwadratowy
postaci ax” + bx + ¢. Wyznacz warto$ci wspotezynnikow a, b oraz c.

CKE, matura — poziom rozszerzony, czerwiec 2021

313. Przedstaw wielomian W(x) = x* — 2x’ = 3x* +4x — I w postaci iloczynu dwoch wielomianéw stopnia dru-
giego o wspotczynnikach catkowitych i takich, ze wspotczynniki przy drugich potggach sa roéwne jeden.

CKE, matura — poziom rozszerzony, maj 2007
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315.
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317.R

318.R

319.R
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321. w

322.

323.

324.

325.R

Tréjmian 7(x) jest wynikiem dzielenia wielomianu W(x) = 2x’ — 2x* — 5x + 2 przez dwumian x — 2. Zapisz
T(x) jako iloczyn dwdch wielomiandw pierwszego stopnia.

Znajdz wszystkie wielomiany postaci x— b, przez ktére podzielny jest wielomian #(x)=9x" — 9x* —4x+4.

Wielomian W(x)= ax’ +bx*—9x—10 jest podzielny przez dwumian x—2 i przez dwumian x+ 1.
a) Znajdz wspotczynniki a i b.
b) Oblicz odwrotno$¢ sumy kwadratow wszystkich pierwiastkéw wielomianu #(x).

Wszystkie wspotczynniki wielomianu #(x) =x” — 3x* + ax + b sa liczbami calkowitymi. Znajdz wspétezyn-

niki a 1 b wiedzac, ze wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian x — V5.

Wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian x — p i przez dwumian x — g. Wynikiem dzielenia W(x)
przez x — p jest wielomian P(x) = —x” + 10x — 16, a dzielac W(x) przez x — ¢ otrzymamy wielomian
O(x)=—x"+52x—100. Oblicz W(49).

Dzielac wielomian W(x) przez dwumian x — 2009 otrzymamy iloraz O(x) = x° — 2010x* + 2000 i reszte
R(x)=2000. Wyznacz resztg z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian x —2010.

(0 —4) Reszta z dzielenia wielomianu W(x) = 4x> — 6x> — (5m + 1)x — 2m przez dwumian x + 2 jest row-

na —30. Oblicz m i dla wyznaczonej wartosci m rozwiaz nierownos$¢ W(x) = 0.
CKE, matura — poziom rozszerzony, maj 2022

Wielomian trzeciego stopnia W(x) jest podzielny przez kazdy z dwumianow x— 11, x— 13, x— 15, a reszta
z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian x— 10 jest rowna 60. Oblicz W(14).

(0—5) Reszta z dzielenia wielomianu W(x) = 6x° + (m +4)x* —2x — 1 przez dwumian x —m jest rowna 8.
Oblicz warto§¢ m oraz pierwiastki tego wielomianu.

CKE, matura — poziom rozszerzony, czerwiec 2014

(0 — 6) Wielomian okre§lony wzorem W(x)= 20+ (m +2)x = 11x = 22m + 1) jest podzielny przez
dwumian x — 2 oraz przy dzieleniu przez dwumian x + 1 daje reszt¢ 6. Oblicz m i dla wyznaczonej war-
tosci m rozwiaz nierownos¢ W(x) < 0.

CKE, matura — poziom rozszerzony, maj 2019

2009 2010

Dany jest wielomian W(x) = (x2 +8x+ 15" + ()c2 +6x+5)" .
a) Sprawdz, czy wielomian W(x) jest podzielny przez wielomian P(x)=x + 5.

b) Uzasadnij, ze reszta z dzielenia wiclomianu W(x) przez dwumian x+2 jest rowna 4 - 3200,

Wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian x+ 1, a wynikiem dzielenia W#(x) przez x + 1 jest wielomian
O(x). Natomiast dzielac wielomian W(x) przez dwumian x — 2 otrzymujemy iloraz O(x) + 6x — 3 i resztg 3.
Wyznacz wielomian W(x).
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WYMIERNE PIERWIASTKI WIELOMIANU O WSPOLCZYNNIKACH CALKOWITYCH

Wielomian W(x) = x* + 4x* + ex® +dx + 1, gdzie ¢, d € Z, ma dwa rozne pierwiastki wymierne. Znajdz
niewymierne pierwiastki tego wielomianu.

Liczby pierwsze p i ¢ (p # q) sa pierwiastkami wielomianu W(x)=2x" + bx* + cx — 10, gdzie b, c sa liczbami
catkowitymi. Zapisz wielomian W(x) jako iloczyn trzech wielomiandw stopnia pierwszego.

Dwie ujemne liczby wymierne sa miejscami zerowymi funkcji f(x) = 2x° + bx* +cx + 1, gdzie b, c € Z.
Znajdz wszystkie argumenty, dla ktorych funkcja f przyjmuje wartosci nieujemne.

Dwie liczby wymierne nalezace do przedziatu (1; 4) sa zaréwno pierwiastkami wielomianu
W(x) = 2x° + bx* +ex + 18, jak 1 pierwiastkami wielomianu V(x) = 4x° + dx* +ex +27, gdzie b, ¢, d, e sa licz-
bami catkowitymi. Znajdz pierwiastki wielomianu W(x).

Jednym z pierwiastkow wielomianu W(x) = px’ — 7x* — 28x + ¢, gdzie p i ¢ sa liczbami pierwszymi, jest
liczba —2,5. Znajdz pozostate pierwiastki wielomianu #(x).

ZADANIA ROZNE

Znajdz te argumenty, dla ktorych funkcje £(x) = (x — 5)(x*+2x) i g(x)=3x— 15 przyjmuja t¢ sama wartos¢,
a nastgpnie podaj wspotrzedne punktow wspolnych wykreséw obu funkceji.

Funkcja w okre$lona jest wzorem w(x) = x> — 5x”+ 5x— 1.
a) Znajdz wspotrzedne punktow wspolnych wykresu funkeji w i osi odcigtych.
b) Wyznacz zbiér wartosci funkeji £(x)=w(x)—x’.

Punkt A =(—/6, 0) jest jednym z punktow wspolnych wykresu funkcji w(x)=x’—7x—{6 i osi odcietych.
Znajdz pozostale punkty wspdlne wykresu funkcji w i osi OX.

Zbi6r M jest zbiorem wartosci funkcji w(x)=2x" +x° + 4x+ 6. Ustal, czy 4 M.

Wielomianu W(x)=(x+1)+ 242 rozléz na czynniki stopnia co najwyzej drugiego i podaj jego pierwiastki.

Wielomian x* + 4 mozna roztozyé na czynniki w nastepujacy sposob:

e przedstawimy najpierw wyrazenie x* + 4 w postaci roznicy kwadratow dwoch wyrazen. Aby to uzyskac,
do wielomianu x* + 4 dodamy i odejmiemy wyrazenie 4x* x*+4 = x* +4x* + 4 — 4x?;

e korzystajac ze wzoru & +2ab+b*=(a+b), otrzymujemy: drd =427 - (205

e korzystajac ze wzoru a’ — b> = (a — b)(a + b), otrzymujemy rozklad danego wielomianu na czynniki:
x4 = (- 2x+2)(P 4 2x+2).

a) Stosujac przedstawiona metode, rozt6z na czynniki drugiego stopnia wiclomian x* + 1.

b) R Znajdz wszystkie liczby naturalne n takie, Ze liczba n*+4 jest liczba pierwsza.
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681.

POZIOM PODSTAWOWY - DODATEK

WYRAZENIA ALGEBRAICZNE. ROWNANIA | NIEROWNOSCI ALGEBRAICZNE

2 2
Dodatnie liczby x i y spetniaja warunek 2x = 3y. Wynika stad, ze warto$¢ wyrazenia % jest rowna

A.

wro

13 6
B. < C. 3 D.

row

CKE, matura —poziom podstawowy, maj 2022

Dane jest rownanie x'° + 5x"° +x* + 6x + 5 = 0.
Ocen prawdziwo$¢ ponizszych zdan. Zaznacz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

1. | Nie istnieje liczba dodatnia, ktora jest pierwiastkiem danego rownania. P | F

2. | Liczba =5 jest rozwiazaniem danego rownania. P | F

Warto$¢ wyrazenia X —6x+9 dla x=y3+3 jest rowna
Al B. 3 C.1+23 D. 1-2/3

CKE, matura — poziom podstawowy, czerwiec 2020

Liczby p=3 — 242 i qg=3+ 242 sa rozwiazaniami réwnania xt—6x’ +6xT = 30x + 5 =0.
Ocen prawdziwos$¢ ponizszych zdan. Zaznacz P, jesli zdanie jest prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

1. [p'—6p’+6p"—30p+5=0. P|F

2. | ¢*-64"+64°=30g+5 > 0. P|F

LICZBY RZECZYWISTE

Dana jest liczba x =a — (\/g —ﬁ)z, gdzie a nalezy do zbioru R liczb rzeczywistych. W rozwiazaniu za-
dania uwzglednij fakt, ze liczby V3 oraz 243 sa niewymierne.

Dokoncz zdanie. Zaznacz dwie odpowiedzi, tak aby dla kazdej z nich dokonczenie zdania bylo prawdziwe.
Liczba x jest wymierna dla

A a=5 B. a=—3+y2 C.a=(2-3*+03 D.a=6

E. a=-2/6 +12,5 F. a=\2-V3*-2/6 G.a=—+6

CKE, Informator o egzaminie maturalnym z matematyki (poziom podstawowy) od roku szkolnego 2022/2023

Dokoncz zdanie. Zaznacz odpowiedz A albo B oraz jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.
Dla dowolnej liczby naturalnej n liczba (n+ 2025)(n + 2026)(n + 2027) jest podzielna

1. | jest liczba podzielna przez 4.
A. | przez 4, ) . - - - — -
poniewaz wsrod liczb ) jest liczba podzielna przez 2 i jest liczba
n+ 2025, n+2026, n+2027 " | podzielna przez 3.
B. | przez 6, . . .
3. | jest liczba podzielna przez 6.
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5.13 b=-6. y
Rozwiazanie. Ramiona paraboli bedacej wykresem funkcji f sa skierowane do gory, wige funkcja ta jest
malejaca w przedziale (—eo; x,,] i rosnaca w przedziale [x,,; +o0), gdzie x, jest odcigta wierzcholka tej
paraboli. Zatem x,,=3. Korzystajac ze wzoru na odcigta wierzchotka paraboli otrzymujemy rownosc

- % =3. Stad dostajemy h=—6. | x

Xy
Rys. pomocniczy

5.14 Dla m e (—oo; 0) — brak rozwigzan, dla m e (4; +e0) U {0} — dwa rozwiazania, dla m=4 — trzy rozwiazania, dla m e (0; 4) — cztery
rozwiazania.

Wskazéwka. Aby otrzymaé wykres funkcji £, szkicujemy wykres funkcji g(x)=x*—4, a nastepnie te cze$¢ wykresu funkcji g, ktéra jest pod osia

OX, odbijamy wzgledem osi OX.

x> —4x dlax>4 ]

x? +3x—4 dlaxe (—oo;—2) U (24 o)
—(x? —4x) dlax<4 .

515 b) f(x)=
e { —x?+3x+4 dlaxe (-22)

c)f(x)={

Wskazowka. a) Latwo zauwazyc¢, ze funkcja f dla przeciwnych argumentéw przyjmuje t¢ sama warto$¢. Zatem jej wykres jest symetryczny
wzgledem osi OX. Wystarczy wiec naszkicowaé wykres funkcji f dla x>0 (wtedy funkcja okreslona jest wzorem f(x)=x>—3x+2) i otrzymany
wykres odbi¢ symetrycznie wzglgdem osi OX.

516 a)me (—4;0]; b)m=—4.

Rozwigzanie. a) I. Jesli m =0, to f jest funkcja stala f(x) =—1. Wowczas f przyjmuje tylko ujemne g
warto$ci, wigc m=0 jest jedna z szukanych wartosci parametru m.

Il Jesli m#0, to ramiona paraboli bedacej wykresem funkcji f/ musza by¢ skierowane do dotu i f nie moze *
mieé miejsc zerowych (patrz rysunek pomocniczy). Zatem m<0iA=m*+4m<0. Stad me (=4; 0). i

Ostatecznie: m=0 lub m e (—4; 0), czyli m € (—4; 0]. Y

b) f musi by¢ funkcja kwadratowa, ramiona paraboli bedacej jej wykresem musza by¢ skierowane do dotu i

/ musi mie¢ jedno miejsce zerowe (wykonaj rysunek pomocniczy). Zatem m <0 i A= m* + 4m = 0.

Stad m=—4. Rys. pomocniczy

517 a)pe(—e;2); b)pe(3;4).

Rozwigzanie. a) Parabola, ktora jest wykresem funkcji f, musi mie¢ ramiona skierowane do dotu i /" nie moze mie¢ miejsc zerowych (wykonaj
rysunek pomocniczy). Zatem p—3<0 1 A=4+4(p—3)<0. Stad p € (—=; 2). b) Funkcja kwadratowa osiaga warto$¢ najmniejsza wtedy, gdy
parabola, ktora jest wykresem funkcji f, ma ramiona skierowane do gory. Warto$¢ najmniejsza jest rowna rzednej wierzchotka tej paraboli.

44 4(p—
Zatem p—3>0 i py=—A = _2FXP=D ) i pe 3 4).

4a " A(p-3)

518 ke (—eo;—12).
Rozwigzanie. Ramiona paraboli bgdacej wykresem funkcji f'sa skierowane do gory, wigc wystarczy, aby dla argumentu 2 funkcja f'przyjmowa-
ta warto$¢ ujemna (wyvkonaj rysunek pomocniczy). f(2)<0 < k<-12.

5.19 me (-6,5; -6).

Rozwiazanie. | SPOSOB. Funkcja f musi mie¢ dwa miejsca zerowe, wierzchotek paraboli bedacej wykresem funkcji / musi byé polozony
,»ha prawo” od 2 i parabola ta musi przechodzi¢ ,,nad” 2 (wykonaj rysunek pomocniczy).

Zatem: (A>0 A xp>2 A f(2)>0) & [me (—oo; —0)U(6; +0) A m<—4 A m>-6,5] & me (—6,5; -6).

IISPOSOB. (A>0 A x;>2 A X2>2) & (A>0 A x;—2>0 A x,—2>0). Liczby x;—2 i x,—2 sa dodatnie wtedy i tylko wtedy, gdy ich
iloczyn i ich suma sa dodatnie. (x;—2)(x2—2)=x1x2—2(x1+x2)+4, (x1—2)+ (x2—2)=x1+x,—4. Korzystajac ze wzoréw Viete’a, otrzymujemy
XX =2(X1+x2)+4=2m+13, x;+x,—4=—m+4.

Zatem m e (—o0; —=6) U (65 +00) 1 2m+13>0 1 —m+4>0. Stad me (-6,5; —6).

5.20 [-4;0]. g
Rozwiazanie. Naszkicujemy najpierw wykres funkcji g(x) =x>+2x—3 okreslonej w zbiorze liczb
rzeczywistych. Wykresem funkcji f* jest czgS¢ wykresu funkcji g — zbior tych punktow wykresu
funkcji g, ktorych odcigta x nalezy do przedziatu [-3; 0] (patrz rys. 1/5).

Miejsca zerowe funkcji g: x;=-3, x;=1. Punkt wspolny wykresu funkcji g i osi OY: f(0)=-3,
wigc punktem tym jest P=(0, =3). Wspotrzedne wierzchotka wykresu funkceji g: xp=—1, yy=—4.
Korzystajac ze weze$niej wykonanych obliczen lub z wykresu funkcji £, stwierdzamy, Ze zbio-
rem warto$ci funkcji g jest przedziat [—4; 0].
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275. P=(0,25).
Rozwiazanie. Funkcja f ma jedno miejsce zerowe, wiec A=b>—4c=0. Do wykresu funkcji f nalezy punkt 4=(4, 1), wiec 16+4b+c=1.
2 _4¢=
Rozwiazaniami uktadu rownan {b 4e=0 sa pary liczb (b, ¢)=(-10, 25)1 (b, ¢)=(-6, 9).
c=-4b-15

Zatem funkcja f okreslona jest wzorem f(x)=x>—10x+25 lub wzorem f(x)=x>—6x+9.

Punkt B=(1, 4) nalezy do wykresu funkcji f(x)=x>—6x+9 (f(1)=1-6+9=4) i nie nalezy do wykresu funkcji f(x)=x’—10x+25 (f(1)=16),
wiec funkcja f dana jest wzorem f(x)=x*—10x+25.

f(0)=25, zatem punktem przecigcia wykresu funkcji f z osia OY jest punkt P=(0, 25).

276. a=1, b=3.

277. x=2,25.

Rozwiazanie. Szukamy, tych liczb a, dla ktérych 2 jest miejscem zerowym funkeji f, czyli liczb spetniajacych rownanie
(a+2)-4+(d*+4a+5)2+4a+6 =0. Réwnanie to sprowadzamy do postaci 24>+ 16a +24 =0, a po podzieleniu oby stron réwnania przez 2,
do postaci a*+8a+12=0. Rozwiazaniami réwnania a* + 8a + 12 =0 sa liczby —6 i —2, mniejsza z nich jest —6. Gdy a =—6, to funkcja f ma
postaé f(x)=—4x"+ 17x— 18. Miejscami zerowymi funkcji f(x)=—4x*+17x— 18 sa liczby 2 i 2,25, wigc drugim miejscem zerowym funkcji f
jest liczba 2,25.

278. a=—4-{3 b a=—4+3.

2
+4a+
Rozwigzanie. Funkcja f najwigksza warto$¢ przyjmuje dla argumentu 2 wtedy i tylko wtedy, gdy a+2 <0 i xy= _az(a—_'—az)S =2. Mnozac
. . a?+4aq+5 . . 5 . -
obie strony rownania T3+ =2 przez —2(a+2), otrzymujemy roéwnanie kwadratowe a” +4a + 5 =—4a — 8. Rozwiagzaniami tego rowna-

nia sa liczby a=—4—+3 i a=—4+43 (obie spetiaja nieréwnosé a <—2).

279. a=-4.
Rozwiazanie. Warto$¢ funkcji f przyjmowana dla argumentu 2 jest rowna (a+2)-4+ (a*+4a+5)-2 +4a+6 = 2a° + 16a +24.

Wyrazenie 2a* + 16a + 24 mozemy potraktowa¢ jako funkcje zmiennej a. Funkcja g(a) = 2a* + 16a + 24 najmniejsza warto$¢ przyjmuje dla

argumentu ay= —% =—4. Zatem szukang liczba jest a=—4.

280. n=3 lub n=6.
Wskazéwka. Trojmian n* —9n + 20 rozkéz na czynniki.

281. m=1.
Wskazowka. Wykorzystaj jeden ze wzorow Viete’a.

282. me (-3;-2)u{2}.
Wskazéwka. Naszkicuj wykres funkcji f(x)=|x"—6x+5|—2, a nastepnie rozwaz rownanie f(x)=—m.

283. Gdy m<0 lub m> 8, to rownanie nie ma rozwiazan w przedziale [-2; 2], gdy m € (1; 8] — rdwnanie ma jedno rozwiazanie,
gdy me {0, 1} — rbwnanie ma 2 rozwiazania, gdy m € (0; 1) — rbwnanie ma trzy rozwigzania.

284. m=0. 285. ke (31:4).
286. Dziedzina: (%; 2 f(m)=—m>+4m=2.

287. x=25.
Rozwiazanie. Oznaczenia: p, ¢ — miejsca zerowe funkcji g(x)=ax’+bx+c, s=p+q.

: i i 5 jex=—b L _by_1 =1
Os symetrii wykresu funkcji g ma rownanie x= 8= ( a) 5 (p+9q) 75
P+ =+ -pg+q*) = p+9l(p+q) -3pq] = s(s*~6) =95. Jedynym rozwiazaniem réwnania s*— 65 —95=0 jest 5, wigc szukana

prosta ma rownanie x=2,5.



