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Niniejsza ksi��ka powsta!a po dokonaniu wnikliwej analizy tego, co w kontek�cie egzaminu maturalnego z matematyki 

dla ucznia i nauczyciela jest najwa�niejsze, czyli szczegó�owych wymaga� egzaminacyjnych opublikowanych 25 lutego 

2022 r. oraz wymaga� szczegó�owych z podstawy programowej dla szko!y podstawowej.  

Zbiór zada� wydany zosta! w dwóch cz��ciach. Rozdzia!y 1. − 10. zbioru sk!adaj� si� z trzech cz��ci: 

1. CZ��� TEORETYCZNA zawiera niektóre definicje oraz wszystkie te wzory i twierdzenia, które mog� by� przy-

datne przy rozwi�zywaniu zada� maturalnych. Niektóre definicje i twierdzenia zosta!y opatrzone przyk!adami. 

2. ZADANIA WPROWADZAJ�CE to seria starannie dobranych prostych rachunkowo zada�, odnosz�cych si� do 

poszczególnych szczegó�owych wymaga� egzaminacyjnych.

Analiza tych zada� da uczniowi pewno��, �e nie pomin�� w przygotowaniach do matury �adnego zagad-

nienia, które mo�e pojawi� si� na egzaminie maturalnym. 

Aby u!atwi� maturzy�cie samodzielne przygotowanie do egzaminu, do wi�kszo�ci zada� wprowadzaj�cych  

podano rozwi�zania lub wskazówki.

 Powa�ne podej�cie do zada� z tej cz��ci rozdzia�u jest podstaw�, a zarazem gwarancj� sukcesu na egza-

minie maturalnym. 

Dodatkowo na pocz�tku tej cz��ci rozdzia!u wymienione s� te wymagania szczegó!owe z podstawy programo-

wej z danego dzia!u, które nie znalaz�y si� w wymaganiach egzaminacyjnych oraz te wymagania, które z po-

ziomu podstawowego zosta�y przeniesione do poziomu rozszerzonego.  

3. ZADANIA MATURALNE to zadania otwarte o zró�nicowanej skali trudno�ci. Zadania otwarte to forma zada�, 

której maturzysta powinien po�wi�ci� najwi�cej uwagi. Przyk!ady innych zada� zamieszczono w rozdziale 11. 

 Aby u!atwi� korzystanie ze zbioru, ta cz��� rozdzia!u zosta!a podzielona na podrozdzia!y i sekcje.

Cech� charakterystyczn� zbioru jest taki uk�ad zada�, który od ucznia rozwi�zuj�cego zadania z danego 

dzia�u, nie wymaga znajomo�ci zagadnie� z dzia�ów nast�pnych. Jest to du�e udogodnienie, szczególnie dla 

tych maturzystów, którzy maj� powa�ne braki w wymaganej wiedzy. 

Mamy nadziej�, �e pozycja ta zainteresuje równie� tych uczniów klas niematuralnych, którzy ju� my�l� o egzaminie 

maturalnym z matematyki. 

Cz��� II ksi��ki sk!ada  si� z rozdzia!ów: 

1. Planimetria 2. Geometria analityczna

3. Stereometria 4. Pochodna funkcji  

5. Zadania optymalizacyjne 6. Rachunek prawdopodobie�stwa i statystyka

7. Poziom podstawowy - dodatek 8. Odpowiedzi, wskazówki i rozwi�zania



PRZYJ�TE W KSI��CE OZNACZENIA 

Oznaczenia w cz��ci teoretycznej:

���� − wiedza teoretyczna obowi�zuj�ca na obu poziomach 

���� − wiedza teoretyczna obowi�zuj�ca tylko na poziomie rozszerzonym 

Oznaczenia szczegó�owych wymaga� egzaminacyjnych: 

(P) − wymaganie szczegó!owe zawarte w podstawie programowej dla szko!y podstawowej 

(A) − wymaganie szczegó!owe dodane przez autora 

wymaganie szczegó!owe bez oznacze� − wymaganie zawarte w podstawie programowej dla liceum / technikum 

Wymagania szczegó!owe odnosz�ce si� do poziomu rozszerzonego wyró�nione zosta!y wyt�uszczon� czcionk� w 

kolorze czerwonym. 

Oznaczenia przy zadaniach:

W − do zadania podano wskazówk�

R − do zadania podano rozwi�zanie

* − zadanie o podwy�szonej skali trudno�ci

Zadania i podpunkty zada� przeznaczonych dla zdaj�cych matematyk� tak�e na poziomie rozszerzonym wyró�nione 

zosta!y kolorem czerwonym. 

NIEKTÓRE SYMBOLE (OZNACZENIA) MATEMATYCZNE

Symbol (oznaczenie) Czytamy 

x ∈ A element x nale�y do zbioru A

x ∉ A element x nie nale�y do zbioru A

∧ i 

∨ lub 

⇔ wtedy i tylko wtedy, gdy 

A ∪ B suma zbiorów A i B

A ∩ B cz��� wspólna (iloczyn) zbiorów A i B

A \ B ró�nica zbiorów A i B

(a; b) przedzia! otwarty o ko�cach a i b

[a; b]  lub �a; b� przedzia! domkni�ty o ko�cach a i b

f : A → B 
funkcja f  ze zbioru A w zbiór B (czyli funkcja, której dziedzin� jest zbiór A, a warto�ci 

nale�� do zbioru B) 



6.  WIELOMIANY

CZ��� TEORETYCZNA

RÓWNO�� WIELOMIANÓW 

���� Dwa wielomiany s� równe wtedy i tylko wtedy, gdy s� tego samego stopnia i maj� równe współczynniki przy odpowiednich 

pot�gach zmiennej.  

RESZTA Z DZIELENIA WIELOMIANU PRZEZ DWUMIAN  x −−−− a

���� Reszta z dzielenia wielomianu W(x)  przez dwumian x − a jest równa W(a). 

PIERWIASTEK WIELOMIANU 

���� Liczb� a nazywamy pierwiastkiem wielomianu W(x) wtedy i tylko wtedy, gdy W(a) = 0.  

���� Wielomian W(x) stopnia n, który ma n pierwiastków: x1, x2, . . . , xn , 

mo�na zapisa� w postaci W(x) = a(x − x1)(x − x2) ⋅ . . . ⋅ (x − xn), 

gdzie a  jest liczb�.

TWIERDZENIE BÉZOUT 

���� Wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian x − a wtedy i tylko wtedy, gdy liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W(x). 

WYMIERNE PIERWIASTKI WIELOMIANU O WSPÓŁCZYNNIKACH CAŁKOWITYCH 

Niech an, an−1, ..., a2, a1, a0 b�d� liczbami całkowitymi i an ≠ 0. 

���� Je�li równanie anxn 
+ an−1x

n−1 
+ ... + a2x

2 
+ a1x + a0 = 0  ma pierwiastek całkowity c, to c jest dzielnikiem wyrazu wolnego a0 . 

���� Je�li równanie anxn 
+ an −1x

n −1 
+ ... + a2x

2 
+ a1x + a0 = 0  ma pierwiastek wymierny

p

q
, gdzie 

p

q
 jest ułamkiem nieskracal-

nym, to p jest dzielnikiem wyrazu wolnego a0 , za� q jest dzielnikiem współczynnika an. 

ZADANIA WPROWADZAJ�CE

Ucze�
•   znajduje pierwiastki całkowite wielomianu o współczynnikach całkowitych  

•   dzieli wielomian jednej zmiennej W(x) przez dwumian postaci x − a

Powy�sze wymagania szczegółowe z podstawy programowej dla poziomu podstawowego na maturze zdawanej w latach 

2023 i  2024 obowi�zuj� tylko na poziomie rozszerzonym. 

Ucze�
•   rozwi�zuje równania wielomianowe, które daj� si� doprowadzi� do równania kwadratowego, w szczególno�ci 

równania dwukwadratowe 

Powy�sze wymaganie szczegółowe z podstawy programowej dla poziomu podstawowego na maturze zdawanej w latach 

2023 i  2024 nie obowi�zuje na �adnym z poziomów. 

Maturzysta ••••   rozpoznaje wielomian jednej zmiennej i okre�la jego stopie� (A) 

6.1 Czy wyra�enie W(x) jest wielomianem? Je�li W(x) jest wielomianem, to okre�l jego stopie�. 

a)  W(x) = 3x − 5;        b)  W(x) = ;3         c)  W(x) = ;x         d)  W(x) = 10x
10 

+ 5x
5

+ 1;       e) W(x) = (π x + 0,1)
5
; 

f)  W(x) = 2(x − 1)(x − 3)(x − 5)
3
;          g)  W(x) = x

3
⋅(x + 1) + x

2
⋅(1 − x − x

2
);          h)  W(x) = (x

3 
+ x + 1)

−1
. 

Np. je�eli liczby −3, 1, 7 s� pierwiastkami wielomia-

nu W(x) = 5x3 
+ bx2 

+ cx + d, to wielomian W(x) mo-

�na zapisa� w postaci W(x) = 5(x + 3)(x − 1)(x − 7).  
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Maturzysta ••••   rozpoznaje wielomiany równe  (A) 

6.2 Rozstrzygnij, czy wielomiany P(x) i Q(x) s� równe 

a)  R P(x) = x
3 
− 4x,   Q(x) = x(x − 2)(x + 2); b)  P(x) = x

4
+ x

2 
+ 1,   Q(x) = x

4 
+ x

3 
+ 1; 

c)  P(x) = x
3 
+ 2x(x

2 
+ x − 1),   Q(x) = 3x

3 
+ 2x

2 
− 2x; d)  P(x) = x

3 
+ x

2 
− x − 1,   Q(x) = (x + 1)(x − 1)

2
. 

6.3 R Znajd� współczynniki  b, c, d wiedz�c, �e wielomiany  W(x) = x
3

+ bx
2

+ cx + d  i  Q(x) = (x + 2)
2
(x + 1)  s� równe. 

6.4 Wyznacz parametry a, b, c tak, aby wielomiany P(x) i Q(x) były równe 

a)  P(x) = 2x
3

+ ax
2

+ 5x + b + c   i   Q(x) = (b − 3)x
3

+ ax
2

+ (2a + c)x + 4; 

b)  P(x) = ax
3

− 4x
2

+ 5x − 2   i   Q(x) = (x − b)
2
(x − c). 

Maturzysta •   sprawdza, czy liczba jest pierwiastkiem wielomianu  (A) 

6.5 R Znajd� współczynnik a  wielomianu W(x) = ax
3

− 2x
2

− 8x − 12  wiedz�c, �e 3 jest jego pierwiastkiem. 

6.6 R Liczby −2 i  1 s� pierwiastkami wielomianu W(x) = x
4

+ x
3

− x
2

+ dx + e. Wyznacz warto�ci współczynników d  i e. 

Maturzysta 

••••   dzieli wielomian jednej zmiennej W(x) przez dwumian postaci x – a

•   stosuje twierdzenie o reszcie z dzielenia wielomianu przez dwumian  x – a  (A) 

•   stosuje twierdzenie Bézouta  (A)

6.7 Wykonaj dzielenie wielomianu W(x) przez wielomian P(x) 

a)  W(x) = x
2 
− 10x + 21,  P(x) = x − 7; b)  W(x) = x

3 
+ 4x

2 
− 7x − 10,  P(x) = x − 2; 

c)  W(x) = 2x
3 
+ 4x

2 
− 7x − 10,  P(x) = x + 2; d)  W(x) = x

3 
− 5x + 4,  P(x) = x + 1; 

e)  W(x) = x
2 
+ 10x + 21,  P(x) = 2x + 1; f)  W(x) = 2x

3 
+ 4x

2 
− 7x − 10,  P(x) = −2x − 3. 

6.8 Nie wykonuj�c dzielenia, zbadaj, czy wielomian W(x) jest podzielny przez wielomian P(x), je�li 

a)  R W(x) = x
5 
− 2x

4 
+ x

3 
− 3x

2 
+ x + 2,     P(x) = x − 2; b)  W(x) = x

20 
+ x

15 
− 2,  P(x) = x + 1. 

6.9 R Znajd� współczynnik b wiedz�c, �e wielomian W(x) = x
3 
+ bx

2 
+ 6x + 4  jest podzielny przez dwumian x + 2. 

6.10 R Znajd� wielomian W(x), je�eli  

a)  W(x) jest podzielny przez dwumian P(x) = x − 1, a wynikiem dzielenia W(x) przez P(x) jest wielomian  

P(x) = 2x
2 
+ 3x + 1. 

b)  w wyniku dzielenia wielomianu W(x) przez wielomian P(x) = 3x + 5 otrzymujemy iloraz Q(x) = x
3 
+ 2x  

i reszt� R(x) = 3. 

6.11 R Nie wykonuj�c dzielenia, wyznacz reszt� z dzielenia wielomianu W(x) przez wielomian P(x), je�li 

a)  W(x) = x
6 
+ 2x

5 
+ 3x + 4  i  P(x) = x − 1; b)  W(x) = x

6 
+ 3x

5 
+ 3x + 4  i  P(x) = x + 3. 

6.12 Znajd� współczynnik c wiedz�c, �e reszta z dzielenia wielomianu W(x) = x
4 

+ 2x
3 

+ cx
2

+ 7x + 5  przez wielomian

P(x) = x + 1 jest równa 5? 



WIELOMIANY 65

Maturzysta ••••   znajduje pierwiastki całkowite i wymierne wielomianu o współczynnikach całkowitych 

6.13 R Wielomian W(x) = x
4 

+ bx
3 

+ cx
2

+ dx + 1, gdzie b, c, d s� liczbami całkowitymi, ma dwa ró�ne pierwiastki  

wymierne. Podaj te pierwiastki. 

6.14 R Wielomian W(x) = 2x
4 

+ bx
3 

+ cx
2

+ dx + 5, gdzie b, c, d s� liczbami całkowitymi, ma dwa ró�ne pierwiastki, które 

s� liczbami całkowitymi ujemnymi. Podaj te pierwiastki.

6.15 R Wielomian W(x) = 3x
4 

+ bx
3 

+ cx
2

+ dx + 1, gdzie b, c, d s� liczbami całkowitymi, ma dwa ró�ne dodatnie pier-

wiastki wymierne. Podaj te pierwiastki. 

6.16 R Wielomian W(x) = 4x
4 

+ bx
3 

+ cx
2

+ dx + 15, gdzie b, c, d s� liczbami całkowitymi, ma wymierny pierwiastek nale-

��cy do przedziału (−3; −2). Podaj ten pierwiastek. 

ZADANIA MATURALNE

DZIAŁANIA NA WIELOMIANACH. PIERWIASTEK WIELOMIANU 

306. Wielomian W(x) jest sum� wielomianów  

P(x) = x
6
− x

5
−3x

4
+ 2x

3
− 5x + 3 i Q(x) = −x

6
+ 3x

5
+5x

4
−2x

3
− 3x − 11. 

a)  Okre�l stopie� wielomianów P(x) i W(x). 

b)  R Znajd� wszystkie wymierne pierwiastki wielomianu W(x). 

307. R Dany jest wielomian W(x) = x
4 
+ 10x

3 
− 90x − 81. 

a)  Rozłó� wielomian W(x) na czynniki liniowe. 

b)  Uzasadnij, �e dla liczb wi�kszych od π  wielomian W(x) przyjmuje dodatnie warto�ci. 

308. W Rozłó� na czynniki liniowe wielomian W(x) = (x
2 
+ 4x − 1)

2 
− 16 i podaj jego pierwiastki. 

309. R Jednym z pierwiastków wielomianu W(x) = x
3

− bx
2

−3x + c  jest 3. Znajd� pozostałe pierwiastki wielomianu 

W(x) wiedz�c, �e W(−2) = −5. 

310. R Jednym z rozwi�za� równania x
4 
+ 11x

2 
+ dx + 30 = 5x

3
 jest 3. Znajd� pozostałe rozwi�zania tego równania. 

311. R Wyznacz współczynniki wielomianu P(x) = ax + b wiedz�c, �e iloczyn wielomianów P(x) i Q(x) = x
2
− 2x + 2 

jest wielomianem W(x) = 3x
3 
− 2x

2
− 2x + 8. 

312. (0 −−−− 2)  Wynikiem dzielenia wielomianu 5x
3

− 7x
2

− 4x − 4 przez dwumian x − 2 jest trójmian kwadratowy 

postaci ax
2

+ bx + c. Wyznacz warto�ci współczynników a, b oraz c. 

CKE, matura − poziom rozszerzony, czerwiec 2021

313. Przedstaw wielomian W(x) = x
4 

− 2x
3 

− 3x
2 

+ 4x − 1  w postaci iloczynu dwóch wielomianów stopnia dru-

giego o współczynnikach całkowitych i takich, �e współczynniki przy drugich pot�gach s� równe jeden.

CKE, matura − poziom rozszerzony, maj 2007
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314. Trójmian T(x) jest wynikiem dzielenia wielomianu W(x) = 2x
3 

− 2x
2 

− 5x + 2 przez dwumian x − 2. Zapisz 

T(x) jako iloczyn dwóch wielomianów pierwszego stopnia. 

315. Znajd� wszystkie wielomiany postaci x − b,  przez które podzielny jest wielomian W(x) = 9x
5 
− 9x

4 
− 4x + 4.

316. Wielomian  W(x) = ax
3 
+ bx

2 
− 9x − 10  jest podzielny przez dwumian x − 2  i  przez dwumian x + 1. 

a)  Znajd� współczynniki a i b. 

b)  Oblicz odwrotno�� sumy kwadratów wszystkich pierwiastków wielomianu W(x). 

317. R Wszystkie współczynniki wielomianu W(x) = x
3 

− 3x
2 

+ ax + b s� liczbami całkowitymi. Znajd� współczyn-

niki a i b wiedz�c, �e wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian x − .5

318. R Wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian x − p i przez dwumian x − q. Wynikiem dzielenia W(x) 

przez x − p jest wielomian P(x) = −x
2 

+ 10x − 16, a dziel�c W(x) przez x − q otrzymamy wielomian  

Q(x) = −x
2 
+ 52x − 100. Oblicz W(49). 

319. R Dziel�c wielomian W(x) przez dwumian x − 2009 otrzymamy iloraz  Q(x) = x
5 

− 2010x
4

+ 2000  i reszt�  

R(x) = 2000. Wyznacz reszt� z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian x − 2010. 

320. (0 −−−− 4)  Reszta z dzielenia wielomianu W(x) = 4x
3

− 6x
2

− (5m + 1)x − 2m  przez dwumian x + 2  jest rów-

na −30.  Oblicz m i dla wyznaczonej warto�ci m rozwi�� nierówno�� W(x) ≥ 0. 
CKE, matura − poziom rozszerzony, maj 2022

321. W Wielomian trzeciego stopnia W(x) jest podzielny przez ka�dy z dwumianów x − 11, x − 13, x − 15, a reszta  

z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian x − 10  jest równa 60. Oblicz W(14).

322. (0 −−−− 5)  Reszta z dzielenia wielomianu W(x) = 6x
3 

+ (m + 4)x
2

− 2x − 1  przez dwumian x − m jest równa 8. 

Oblicz warto�� m oraz pierwiastki tego wielomianu. 

CKE, matura − poziom rozszerzony, czerwiec 2014 

323. (0 −−−− 6)  Wielomian okre�lony wzorem W(x) = 2x
3

+ (m
3

+ 2)x
2

− 11x − 2(2m + 1) jest podzielny przez 

dwumian x − 2  oraz przy dzieleniu przez dwumian x + 1  daje reszt� 6.  Oblicz m i dla wyznaczonej war-

to�ci m  rozwi�� nierówno�� W(x) ≤ 0. 

CKE, matura − poziom rozszerzony, maj 2019 

324. Dany jest wielomian W(x) = (x
2

+ 8x + 15)
2009

+ (x
2

+ 6x + 5)
2010

. 

a)  Sprawd�, czy wielomian W(x) jest podzielny przez wielomian P(x) = x + 5.  

b)  Uzasadnij, �e reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian x + 2  jest równa 4 ⋅ 3
2009

. 

325. R Wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian x + 1, a wynikiem dzielenia W(x) przez x + 1 jest wielomian 

Q(x). Natomiast dziel�c wielomian W(x) przez dwumian x − 2 otrzymujemy iloraz Q(x) + 6x − 3 i reszt� 3. 

Wyznacz wielomian W(x). 
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WYMIERNE PIERWIASTKI WIELOMIANU O WSPÓŁCZYNNIKACH CAŁKOWITYCH 

326. W Wielomian W(x) = x
4 

+ 4x
3 

+ cx
2

+dx + 1, gdzie c, d ∈ Z, ma dwa ró�ne pierwiastki wymierne. Znajd�  

niewymierne pierwiastki tego wielomianu. 

327. R Liczby pierwsze p i q (p ≠ q) s� pierwiastkami wielomianu W(x) = 2x
3 

+ bx
2

+ cx − 10, gdzie b, c s� liczbami 

całkowitymi. Zapisz wielomian W(x) jako iloczyn trzech wielomianów stopnia pierwszego. 

328. Dwie ujemne liczby wymierne s� miejscami zerowymi funkcji   f (x) = 2x
3 

+ bx
2

+cx + 1,  gdzie b, c ∈ Z. 

Znajd� wszystkie argumenty, dla których funkcja f  przyjmuje warto�ci nieujemne. 

329. R Dwie liczby wymierne nale��ce do przedziału (1; 4) s� zarówno pierwiastkami wielomianu  

W(x) = 2x
3 

+ bx
2

+cx + 18, jak i pierwiastkami wielomianu V(x) = 4x
3 

+ dx
2

+ex + 27, gdzie b, c, d, e s� licz-

bami całkowitymi.  Znajd� pierwiastki wielomianu W(x). 

330. Jednym z pierwiastków wielomianu W(x) = px
3 

− 7x
2 

− 28x + q, gdzie p i q s� liczbami pierwszymi, jest 

liczba −2,5. Znajd� pozostałe pierwiastki wielomianu W(x). 

ZADANIA RÓ�NE 

331. R Znajd� te argumenty, dla których funkcje f (x) = (x − 5)(x
2 
+ 2x) i g(x) = 3x − 15 przyjmuj� t� sam� warto��, 

a nast�pnie podaj współrz�dne punktów wspólnych wykresów obu funkcji.  

332. Funkcja w okre�lona jest wzorem w(x) = x
3 
− 5x

2 
+ 5x − 1. 

a)  Znajd� współrz�dne punktów wspólnych wykresu funkcji w i osi odci�tych.  

b)  Wyznacz zbiór warto�ci funkcji f (x) = w(x) − x
3
. 

333. Punkt A = ,6(−  0) jest jednym z punktów wspólnych wykresu funkcji w(x) = x
3 

− 7x 6− i osi odci�tych. 

Znajd� pozostałe punkty wspólne wykresu funkcji w i osi OX. 

334. W Zbiór M jest zbiorem warto�ci funkcji w(x) = 2x
4 
+ x

3 
+ 4x + 6. Ustal, czy 4 ∈ M.

335. W Wielomianu W(x) = (x + 1)
3 
+ 22  rozłó� na czynniki stopnia co najwy�ej drugiego i podaj jego pierwiastki.

336. Wielomian x
4 
+ 4 mo�na rozło�y� na czynniki w nast�puj�cy sposób: 

• przedstawimy najpierw wyra�enie x
4 

+ 4 w postaci ró�nicy kwadratów dwóch wyra�e�. Aby to uzyska�, 

do wielomianu x
4 
+ 4 dodamy i odejmiemy wyra�enie 4x

2
:   x

4 
+ 4 = x

4 
+ 4x

2 
+ 4 − 4x

2
; 

• korzystaj�c ze wzoru  a
2 
+ 2ab + b

2 
= (a + b)

2
, otrzymujemy:   x

4 
+ 4 = (x

2 
+ 2)

2
− (2x)

2
; 

• korzystaj�c ze wzoru  a
2 

− b
2 

= (a − b)(a + b), otrzymujemy rozkład danego wielomianu na czynniki: 

x
4 
+ 4 = (x

2 
− 2x + 2)(x

2 
+ 2x + 2). 

a)  Stosuj�c przedstawion� metod�, rozłó� na czynniki drugiego stopnia wielomian x
4 
+ 1. 

b)  R Znajd� wszystkie liczby naturalne n takie, �e liczba n
4 
+ 4 jest liczb� pierwsz�. 



11.  POZIOM PODSTAWOWY - DODATEK

WYRA�ENIA ALGEBRAICZNE.  RÓWNANIA I NIERÓWNO�CI ALGEBRAICZNE 

676. Dodatnie liczby x i y  spełniaj� warunek 2x = 3y.  Wynika st�d, �e warto�� wyra�enia 
yx
yx

⋅

+ 22

 jest równa   

A.
3
2   B.

6
13   C.

13
6   D.

2
3

CKE, matura − poziom podstawowy, maj 2022

677.  Dane jest równanie  x
16

+ 5x
15

+ x
2

+ 6x + 5 = 0. 

Oce� prawdziwo�� poni�szych zda�.  Zaznacz P, je�li zdanie jest prawdziwe, albo F – je�li jest fałszywe. 

1.  Nie istnieje liczba dodatnia, która jest pierwiastkiem danego równania. P F 

2. Liczba  −5  jest rozwi�zaniem danego równania. P F 

678. Warto�� wyra�enia  x
2

− 6x + 9  dla  x = 3 + 3 jest równa 

 A. 1  B. 3   C. 1 + 32    D. 1 − 32

CKE, matura − poziom podstawowy, czerwiec 2020

679.  Liczby p = 3 − 22  i q = 3 + 22  s� rozwi�zaniami równania  x
4

− 6x
3

+ 6x
2

− 30x + 5 = 0.   

Oce� prawdziwo�� poni�szych zda�.  Zaznacz P, je�li zdanie jest prawdziwe, albo F – je�li jest fałszywe.

1. p
4

− 6p
3

+ 6p
2

− 30p + 5 =  0. P F 

2. q
4

− 6q
3

+ 6q
2

− 30q + 5 >  0. P F 

LICZBY RZECZYWISTE

680.  Dana jest liczba x = a − ,)23(
2

− gdzie a  nale�y do zbioru  R liczb rzeczywistych. W rozwi�zaniu za-

dania uwzgl�dnij fakt, �e liczby 3  oraz 32 ⋅  s� niewymierne. 

Doko�cz zdanie. Zaznacz dwie odpowiedzi, tak aby dla ka�dej z nich doko�czenie zdania było prawdziwe.  

Liczba x  jest wymierna dla 

 A. a = 5   B. a = 23 +−    C. a =
2

)32( − + 0,3   D. a = 6    

E. a = 62− + 12,5   F.  a = 62)32(
2

−−    G. a = 6−

CKE, Informator o egzaminie maturalnym z matematyki (poziom podstawowy) od roku szkolnego 2022/2023

681. Doko�cz zdanie. Zaznacz odpowied� A albo B oraz jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

Dla dowolnej liczby naturalnej n  liczba (n + 2025)(n + 2026)(n + 2027)  jest podzielna 

A. przez 4, 
poniewa� w�ród liczb

n + 2025,  n + 2026,  n + 2027  

1. jest liczba podzielna przez 4. 

2.
jest liczba podzielna przez 2 i jest liczba 

podzielna przez 3. 
B. przez 6, 

3. jest liczba podzielna przez 6. 
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5.13  b = −6.

Rozwi�zanie. Ramiona paraboli b�d�cej wykresem funkcji f  s� skierowane do góry, wi�c funkcja ta jest 

malej�ca w przedziale (−∞; xw ] i rosn�ca w przedziale [ xw; +∞), gdzie xw  jest odci�t� wierzchołka tej 

paraboli. Zatem xw = 3. Korzystaj�c ze wzoru na odci�t� wierzchołka paraboli otrzymujemy równo��

12 ⋅
−

b
= 3.  St�d dostajemy b = −6.  

5.14   Dla m ∈ (−∞; 0) − brak rozwi�za�,  dla m ∈ (4; +∞) ∪ {0} − dwa rozwi�zania,  dla m = 4 − trzy rozwi�zania,  dla m ∈ (0; 4) − cztery 

rozwi�zania. 

Wskazówka. Aby otrzyma� wykres funkcji f, szkicujemy wykres funkcji g(x) = x2 
− 4, a nast�pnie t� cz��� wykresu funkcji g, która jest pod osi�

OX, odbijamy wzgl�dem osi OX.

5.15   b) f (x) = ;
4 dla  )4(

4 dla      4

2

2

��

�
�
�

<−−

≥−

xxx

xxx
     c) f (x) = .

)2;2( dla  43

);22;( dla    43

2

2

��

�
�
�

−∈++−

∞+�∪�−−∞∈−+

xxx

xxx

Wskazówka. a)  Łatwo zauwa�y�, �e funkcja f  dla przeciwnych argumentów przyjmuje t� sam� warto��. Zatem jej wykres jest symetryczny 

wzgl�dem osi OX.  Wystarczy wi�c naszkicowa� wykres funkcji f  dla x� 0 (wtedy funkcja okre�lona jest wzorem f (x) = x2 
− 3x + 2) i otrzymany 

wykres odbi� symetrycznie wzgl�dem osi OX. 

5.16   a) m ∈ (−4; 0];     b) m = −4.

Rozwi�zanie.  a)  I. Je�li m = 0, to f  jest funkcj� stał� f (x) = −1. Wówczas f  przyjmuje  tylko ujemne 

warto�ci, wi�c m = 0 jest jedn� z szukanych warto�ci parametru m.

II.  Je�li m ≠ 0, to ramiona paraboli b�d�cej wykresem funkcji f  musz� by� skierowane do dołu i  f  nie mo�e 

mie� miejsc zerowych (patrz rysunek pomocniczy).  Zatem m < 0 i ∆ = m2 
+ 4m < 0.  St�d m ∈ (−4; 0). 

Ostatecznie: m = 0 lub m ∈ (−4; 0), czyli m ∈ (−4; 0]. 

b)  f musi by� funkcj� kwadratow�, ramiona paraboli b�d�cej jej wykresem musz� by� skierowane do dołu i 

f  musi mie� jedno miejsce zerowe (wykonaj rysunek pomocniczy).  Zatem m < 0 i ∆ = m2 
+ 4m = 0.  

St�d m = −4. 

5.17   a) p ∈ (−∞; 2);     b) p ∈ (3; 4).  

Rozwi�zanie.  a)  Parabola, która jest wykresem funkcji f, musi mie� ramiona skierowane do dołu i f  nie mo�e mie� miejsc zerowych (wykonaj 

rysunek pomocniczy). Zatem p − 3 < 0 i ∆ = 4 + 4(p − 3) < 0. St�d p ∈ (−∞; 2).   b)  Funkcja kwadratowa osi�ga warto�� najmniejsz� wtedy, gdy 

parabola, która jest wykresem funkcji f, ma ramiona skierowane do góry. Warto�� najmniejsza jest równa rz�dnej wierzchołka tej paraboli. 

Zatem p − 3 > 0 i  yW = .2
)3(4

)3(44

4
−<

−

−+
−=

∆
−

p

p

a
 St�d p ∈ (3; 4). 

5.18   k ∈ (−∞; −12). 

Rozwi�zanie.  Ramiona paraboli b�d�cej wykresem funkcji f s� skierowane do góry, wi�c wystarczy, aby dla argumentu 2 funkcja f przyjmowa-

ła warto�� ujemn� (wykonaj rysunek pomocniczy).  f (2) < 0  ⇔  k < −12. 

5.19   m ∈ (−6,5; −6). 

Rozwi�zanie. I SPOSÓB. Funkcja f musi mie� dwa miejsca zerowe, wierzchołek paraboli b�d�cej wykresem funkcji f musi by� poło�ony  

„na prawo” od 2 i parabola ta musi przechodzi� „nad” 2 (wykonaj rysunek pomocniczy).   

Zatem:  (∆ > 0  ∧  xW > 2  ∧  f (2) > 0)   ⇔   [m ∈ (−∞; −6) ∪ (6; +∞)  ∧  m < −4  ∧  m > −6,5]   ⇔   m ∈ (−6,5; −6). 

II SPOSÓB. (∆ > 0  ∧  x1 > 2  ∧  x2 > 2)   ⇔   (∆ > 0  ∧  x1 − 2 > 0  ∧  x2 − 2 > 0).  Liczby x1 − 2  i  x2 − 2 s� dodatnie wtedy i tylko wtedy, gdy ich 

iloczyn i ich suma s� dodatnie.  (x1 − 2)(x2 − 2) = x1x2 − 2(x1 + x2) + 4,   (x1 − 2) + (x2 − 2) = x1 + x2 − 4.  Korzystaj�c ze wzorów Viete’a, otrzymujemy  

x1x2 − 2(x1 + x2) + 4 = 2m + 13,  x1 + x2 − 4 = −m + 4.   

Zatem  m ∈ (−∞; −6) ∪ (6; +∞)  i  2m + 13 > 0  i   −m + 4 > 0.  St�d m ∈ (−6,5; −6). 

5.20   [−4; 0]. 

Rozwi�zanie. Naszkicujemy najpierw wykres funkcji g(x) = x2 
+ 2x − 3 okre�lonej w zbiorze liczb  

rzeczywistych. Wykresem funkcji f  jest cz��� wykresu funkcji g − zbiór tych punktów wykresu 

funkcji g, których odci�ta x nale�y do przedziału [−3; 0]  (patrz rys. 1/5). 

Miejsca zerowe funkcji g:  x1 = −3, x1 = 1.  Punkt wspólny wykresu funkcji g i osi OY:  f (0) = − 3, 

wi�c punktem tym jest P = (0, −3).  Współrz�dne wierzchołka wykresu funkcji g:  xW = −1,  yW = −4.  

Korzystaj�c ze wcze�niej wykonanych oblicze� lub z wykresu funkcji f, stwierdzamy, �e zbio-

rem warto�ci funkcji g jest przedział  [−4; 0]. 

f

g

y

x

1

1

−4

−3

−2−3

−1

Rys. 1/5

x

Rys. pomocniczy

y

f

Rys. pomocniczy 

x

xw

y
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275.   P = (0, 25). 

Rozwi�zanie. Funkcja f  ma jedno miejsce zerowe, wi�c ∆ = b2 
− 4c = 0.  Do wykresu funkcji f  nale�y punkt A = (4, 1), wi�c 16 + 4b + c = 1. 

Rozwi�zaniami układu równa�
��

�
�
�

−−=

=−

154

042

bc

cb
 s� pary liczb (b, c) = (−10, 25) i (b, c) = (−6, 9). 

Zatem funkcja f  okre�lona jest wzorem f (x) = x2 
− 10x + 25 lub wzorem f (x) = x2 

− 6x + 9. 

Punkt B = (1, 4) nale�y do wykresu funkcji f (x) = x2 
− 6x + 9  ( f (1) = 1 − 6 + 9 = 4) i nie nale�y do wykresu funkcji f (x) = x2 

− 10x + 25  ( f (1) = 16), 

wi�c funkcja f  dana jest wzorem f (x) = x2 
− 10x + 25. 

f (0) = 25, zatem punktem przeci�cia wykresu funkcji f  z osi� OY jest punkt P = (0, 25).

276.   a = 1,  b = 3. 

277.   x = 2,25. 

Rozwi�zanie. Szukamy, tych liczb a, dla których 2 jest miejscem zerowym funkcji f, czyli liczb spełniaj�cych równanie 

(a + 2)⋅4 + (a2
+ 4a + 5)⋅2 + 4a + 6 = 0.  Równanie to sprowadzamy do postaci 2a2 

+ 16a + 24 = 0, a po podzieleniu oby stron równania przez 2,  

do postaci a2 
+ 8a + 12 = 0.  Rozwi�zaniami równania a2 

+ 8a + 12 = 0 s� liczby −6 i −2, mniejsz� z nich jest −6.  Gdy a = −6, to funkcja f  ma  

posta�  f (x) = −4x2 
+ 17x − 18.  Miejscami zerowymi funkcji f (x) = −4x2 

+ 17x − 18 s� liczby 2 i 2,25, wi�c drugim miejscem zerowym funkcji f

jest liczba 2,25. 

278.   a = −4 − 3   lub  a = −4 + .3  

Rozwi�zanie. Funkcja f  najwi�ksz� warto�� przyjmuje dla argumentu 2 wtedy i tylko wtedy, gdy a + 2 < 0 i xW = .2
)2(2

542

=
+

++
−

a

aa
 Mno��c 

obie strony równania 2
)2(2

542

=
+

++
−

a

aa
przez −2(a + 2), otrzymujemy równanie kwadratowe a2 

+ 4a + 5 = −4a − 8.  Rozwi�zaniami tego równa-

nia s� liczby a = −4 − 3  i a = −4 + 3  (obie spełniaj� nierówno�� a < −2).

279.   a = −4. 

Rozwi�zanie. Warto�� funkcji f  przyjmowana dla argumentu 2 jest równa (a + 2)⋅4 + (a2
+ 4a + 5)⋅2 + 4a + 6 = 2a2 

+ 16a + 24.  

Wyra�enie 2a2 
+ 16a + 24 mo�emy potraktowa� jako funkcj� zmiennej a. Funkcja g(a) = 2a2 

+ 16a + 24 najmniejsz� warto�� przyjmuje dla  

argumentu aW = .4
22

16
−=

⋅
−  Zatem szukan� liczb� jest a = −4. 

280.   n = 3  lub  n = 6. 

Wskazówka.  Trójmian  n2
− 9n + 20  rozłó� na czynniki.

281.   m = 1. 

Wskazówka.  Wykorzystaj jeden ze wzorów Viete’a.

282. m ∈ (−3; −2) ∪ {2}. 

Wskazówka.  Naszkicuj wykres funkcji f (x) = | x2 
− 6x + 5 | − 2, a nast�pnie rozwa� równanie f (x) = −m.

283.   Gdy m < 0 lub m > 8, to równanie nie ma rozwi�za� w przedziale [−2; 2], gdy m ∈ (1; 8] − równanie ma jedno rozwi�zanie, 

gdy m ∈ {0, 1} − równanie ma 2 rozwi�zania, gdy m ∈ (0; 1) − równanie ma trzy rozwi�zania. 

284.   m = 0. 285.   k ∈ ;3
2
1� 4). 

286.   Dziedzina: ;(
3
2  2);    f (m) = −m2 

+ 4m − 2. 

287.   x = 2,5.

Rozwi�zanie. Oznaczenia:  p, q − miejsca zerowe funkcji g(x) = ax2 
+ bx + c,  s = p + q.   

O� symetrii wykresu funkcji g ma równanie x = .)((
2
1

2
1

2
1

2
) sqp

a
b

a
b

=+=−=−

p3 
+ q3  

=  (p + q)(p2 
− pq + q2)  =  (p + q)[(p + q)2 

− 3pq]  =  s(s2 
− 6)  = 95.  Jedynym rozwi�zaniem równania s3 

− 6s − 95 = 0 jest 5, wi�c szukana  

prosta ma równanie x = 2,5.  


